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Introduzione

Un gruppo G si dice fattorizzabile se esistono due sottogruppi non-banali

Ae B, taliche G =AB :={ab|a € A be B}.

Viene naturale domandarsi se e quando le proprieta possedute dai sottogruppi
A e B passano anche al loro prodotto GG. Lo studio dei gruppi fattorizzabili
risulta non essere affatto banale, infatti fino agli inizi degli anni ‘50 i risultati
riguardanti questo argomento erano pochi e per la maggior parte legati allo
studio dei gruppi fattorizzabili finiti, decisamente piu facili da studiare rispetto
a quelli infiniti. Ma anche riguardo i gruppi finiti, erano diverse le domande
che non trovavano risposta. Un esempio ¢ un Teorema di Kegel-Wielandt,
che afferma che il prodotto di due gruppi finiti nilpotenti ¢ risolubile. Questa
congettura era considerata universalmente vera agli inizi degli anni ‘50, ma
nessuno era ancora riuscito a dimostrarla. In effetti risultava complicato an-

che solo dimostrare il teorema per il prodotto di due gruppi abeliani.

Nel 1955 il matematico N. Ito riesce perd a dimostrare in maniera sempli-
cissima un risultato incredibile, valido anche per gruppi infinti, ovvero che il
prodotto di due gruppi abeliani ¢ metabeliano. Il Teorema di Kegel-Wielandt
risulto invece ben pitt complicato da dimostrare e venne risolto da O.H. Kegel

e da H. Wielandt agli inizi degli anni ’60.

A partire da questi teoremi negli anni si é sviluppata un grande teoria riguar-
dante i gruppi fattorizzabili, e i teoremi di Ito e di Kegel-Wielandt sono stati
ampiamente generalizzati. Non possiamo non citare il lavoro del matematico
russo S.N. Chernikov, che ha fortemente contribuito a sviluppare la teoria dei

gruppi fattorizzabili infiniti.
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Quello che faremo in questa tesi sara dimostrare i teoremi di Ito e di Kegel-
Wielandt, e fornire una generalizzazione del Teorema di It6. Nel primo capitolo
cercheremo di raccogliere tutti i prerequisiti necessari per lo studio dei grup-
pi fattorizzabili. In particolare verra enunciato e dimostrato il Teorema di

Burnside, utile nella dimostrazione del Teorema di Kegel-Wielandt.
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Capitolo 1

1l p®qP-Teorema di Burnside

Uno dei maggiori successi della Teoria dei caratteri & il famoso p®¢®-Teorema
di Burnside: se p e ¢ sono numeri primi, un gruppo di ordine p®¢® & risolu-
bile. In questo capitolo, dopo aver dato la definizione di gruppo risolubile e
nilpotente, nonché una breve introduzione alla Teoria delle rappresentazioni

dei gruppi finiti, si fornisce una dimostrazione del succitato risultato seguendo

5.

1.1  Gruppi risolubili e nilpotenti

Introduciamo il concetto di risolubilita di un gruppo partendo dalla defini-

zione di serie subnormale

Definizione 1.1.1. Sia G’ un gruppo. Una catena di sottogruppi
G=Gy>GD..0G, 1 DG, ={1}

é detta una serie subnormale di G se G; € normale in G;_; per ogni 1 < i < n.
I quozienti G;_1/G; sono detti i fattori della serie. Una serie subnormale &
detta di composizione se ogni fattore della serie ¢ semplice e non-banale.

Il gruppo G si dice risolubile se ammette una serie subnormale con fattori

tutti abeliani.
Posto, per ogni a,b € G

[a,b] =a'b"'ab e a®=b"tab



il commutatore di a e b e il coniugato di a secondo b, rispettivamente, e, per
ogni X, Y CG
(X Y] = ([a,y] |z € X,y €Y),

induttivamente definiamo la serie derivata di GG, ponendo
GY.=G e G .=[GY GD] per ognii > 0.

E facile osservare che un gruppo é risolubile se, e solo se, la sua serie derivata
ha lunghezza finita. Nel seguito, porremo G’ = G e lo indicheremo come il

sottogruppo derivato o il commutatore di G.

Definizione 1.1.2. Un gruppo G si dice metabeliano se G’ & abeliano. Equi-
valentemente, un gruppo metabeliano ¢ un gruppo risolubile che ammette una

serie derivata di lunghezza 2.
Denotiamo con Z(G) il centro di G, ovvero
Z(G)={z|zeG, yr=ay Yy e G} <G,
ed induttivamente definiamo la seguente serie ponendo
Zo(G)={lg} e Zi1(G)=2Z(G/Z;(G)) per ogni i > 0.
Tale successione di sottogruppi
Zo(G) C Z1(G) C--- C Zn(G) C ...
é detta la serie centrale superiore di G.

Definizione 1.1.3. Un gruppo G si dice nilpotente se la sua serie centrale

superiore € finita.

Possiamo subito osservare che i fattori della serie centrale sono tutti abelia-
ni, quindi ogni gruppo nilpotente é risolubile. Alcuni esempi banali di gruppi
nilpotenti sono i gruppi abeliani e i p-gruppi finiti con p primo.

Un importante fatto sui gruppi nilpotenti che useremo in seguito ¢ il se-

guente risultato di caratterizzazione:

Teorema 1.1.4. Un gruppo finito G ¢ nilpotente se, e solo se, & prodotto

diretto dei suoi sottogruppi di Sylow.



1.2 Teorema di Burnside

Il risultato centrale di questo capitolo fu dimostrato da Burnside nel 1904,
sfruttando la teoria delle rappresentazioni dei gruppi finiti, ed é probabilmente
il maggiore dei successi legati a tale teoria. Per diverso tempo si € cercata una
dimostrazione che non coinvolgesse la teoria dei caratteri, ma questa fu trovata
solo molto piu tardi, agli inizi degli anni ‘70 da Goldschmidt (1970) per gruppi
di ordine dispari e da Bender (1972) per gruppi di ordine pari. Essa risulta

pero essere parecchio complicata, per cui ci concentreremo sull’originale.

Definizione 1.2.1. Sia G un gruppo e sia V' uno spazio vettoriale di dimen-
sione finita sul campo K. Un omomorfismo non-zero p : G — GL(V) si dice
una rappresentazione lineare di G su K.

Un sottospazio di V' si dice G-invariante o G-stabile se p(g)(W) C W
per ogni g € (. La rappresentazione si dice semplice o irriducibile se V' non
possiede sottospazi G-stabili, si dice invece completamente irriducibile se ogni
sottospazio G-stabile W di V', ammette un complemento G-stabile, ovvero un

sottospazio G-stabile W' tale che V =W & W".

Un applicazione lineare o su V' si dice invece G-invariante se vale che

a(p(g)(v)) = p(g)(a(v)) per ognig € G, veV.

Per semplicita, da ora in avanti scriveremo

p(g)(v) = go.

Teorema 1.2.2 (Maschke). Sia p: G — GL(V) una rappresentazione lineare
di un gruppo finito G su di uno spazio vettoriale V' di dimensione finita sul
campo K. Supponiamo inoltre che la caratteristica di K non divida [’ordine di

G. Allora la rappresentazione & completamente riducibile.

Dimostrazione. Un endomorfismo 7 su un K-spazio vettoriale V' si dice una

2 = 1, ovvero se 7 ¢ idempotente. Chiaramente possiamo sem-

proiezione se T
pre scomporre V = Ker(m) @ Im(w). E vero anche il viceversa, ovvero data

una qualsiasi decomposizione di V' = U@ W, possiamo trovare due applicazioni



idempotenti, ovvero le proiezioni sui sottospazi U e W.

Data ora una rappresentazione lineare di G su un K-spazio vettoriale di di-
mensione finita V', e data una qualsiasi applicazione idempotente 7, & chiaro
che 7 ¢ G-invariante se, e solo se, Ker(m) e Im(m) sono G-stabili.

Quindi per dimostrare il teorema ¢ sufficente mostrare che preso un qualsiasi

sottospazio G-stabile W di V', esso é 'immagine di una proiezione G-invariante.

Sia ora 7w un endomorfismo idempotente qualsiasi con immagine W e T un

endomorfismo cosi definito:

U |G|Zg g ’U

geG
Per ogni w € W si ha che

Zg Zg Lw) Zw—w

geG geG geG
Quindi W C I'm(7) ma ¢ anche ovvio che Im(7) C W dato che 7(v) é combi-
nazione lineare di elementi di w per ogni v € V.
Quindi Im(7) = W. Inoltre 7(v)? = 7(v) dato che per come ¢ definita ¢ ovvia-
mente una proiezione.

Infine per ogni h € G si ha:

|G|Zg (97" (b)) |G|Zh (h"g)(m(g ™" (hv))))

geG geG

—h—Zg (g~ )

geG

Quindi 7 é G-invariante. m

Definizione 1.2.3. Sia G un gruppo, V' un spazio vettoriale di dimensione fi-
nita sul campo K, e p : G — GL(V) una rappresentazione lineare di G. Allora,
fissata una base B := {v1,...,v,}, e fissato 'omomorfismo p* : G — GL(n, K)
che associa ad ogni elemento di g la matrice associata a p(g) attraverso la base

B, chiamiamo il carattere di p 'applicazione xy : G — K che manda g € G in

Tr(p*(9))-



Innanzi tutto osserviamo che xy non dipende dalla base scelta, dato che la
traccia di una matrice é invariante per matrici simili. Questo implica anche che
Xy € una funzione di classe, ovvero € una funzione che rimane costante sulle
classi di coniugio. Diremo che un carattere xy ¢ irriducibile/semplice se lo &
p, € chiameremo il grado di un carattere il grado della sua rappresentazione
associata.

Indichiamo ora con K|G], l'algebra gruppale di G su un campo K, ossia
I’algebra sul campo K generata dagli elementi di G.

Definiamo allora la rappresentazione regolare di G, come la naturale rap-
presentazione di G su C[G] visto come C[G]-modulo. Infine il carattere regolare
di un gruppo ¢ il carattere della sua rappresentazione regolare, ed ¢ uguale a:

|G| se g =lg

Xreg (g) =
0 altrtimenti

Siamo ora pronti a dimostrare il Teorema di Burnside. Procederemo enun-
ciando alcuni lemmi preliminari, a partire dal ben noto Lemma di Shur, che

costituiranno i passi fondamentali della dimostrazione.

Lemma 1.2.4 (Shur). Sia A una K-algebra e sia S un A-modulo semplice.

Allora Enda(S) ¢ una K-algebra di divisione.

Dimostrazione. Sia « : S — S un omomorfismo non nullo di A-moduli. 1l
nucleo di questo morfismo € necessariamente un A-sottomodulo di S. Dal-
la semplicita di S concludiamo che I'applicazione ¢ biettiva, quindi « ha un

inverso. O
Dal Lemma di Shur segue anche il seguente fatto

Corollario 1.2.5. Ogni algebra di divisione su un campo algebricamente chiu-

so e isomorfa al campo stesso.

Definizione 1.2.6. Un elemento x € C si dice un intero algebrico se &

soluzione di un polinomio monico a coefficenti in Z.



Lemma 1.2.7. Sia G un gruppo finito e sia K un campo algebricamente chiuso
di caratteristica 0. Supponiamo che x sia il carattere di una rappresentazione
irriducibile di G di grado n su un K-spazio vettoriale V.. Se g € G hal element:

coniugati, allora Ix(g)/n é un intero algebrico.

Dimostrazione. Siano K1, ..., Kj le classi di coniugio di G e sia k; = erKi x.
Si puo osservare che i k; formano una base del centro C' di K[G] su K. Dato

che klkj S C,
h
kiky = mik, (1)
r=1

(r)

dove m;;" ¢ il numero delle copie (7,y) tali che z € K;, y € Kj e zy & uguale

(r)

ad un elemento z, fissato in K,. Possiamo notare che gli m;; non dipendono
dalla scelta di z,.
Sia ora p : G — GL(V) un rappresentazione irriducibile di grado n con ca-
rattere y. Possiamo ovviamente estendere p e x nella maniera ovvia a K[G].
Allora p(k;) € Endgie(V) e quindi, dal Lemma di Shur, p(k;) = f;(Id) per
qualche f; € K. Adesso

nfi = x(ki) = liX(i)>
con [; = | K;| e x¥ il valore di y su K;. Quindi f; = I;x® /n.

Applicando p alla (1) otteniamo:

h
fili =Y _mij fr. (2)
r=1
Fissando un 7 nella (2) otteniamo un sistema di h equazioni lineari nelle f;:
h
S (fidjr —mi fr =0 je{1,2,...h}.
r=1

Gli f; non possono essere tutti uguai a 0 dato che, se Ky = {1}, allora f; # 0,
quindi il sistema lineare ha una soluzione non-banale. Il determinante della
matrice h X h con entrata (j,r) uguale a f;0;, — mz(;-) deve essere uguale a 0,
percio gli f; sono radici di un polinomio monico in Z[t], ovvero sono interi

algebrici. O



Lemma 1.2.8. Sia p una rappresentazione irriducibile di grado n di un gruppo
finito G su un C-spazio vettoriale V', e sia x il carattere di p. Supponiamo inol-
tre che g € G sia un elemento con esattamente | coniugati, con MCD(l,n) = 1.

Allora x(g) = 0 oppure p(g) ¢ scalare.

Dimostrazione. Dal Lemma 1.2.7, x(g)l/n € necessariamente un intero alge-
brico. Dato che (I,n) = 1 allora esistono interi r e s tali che 1 = rl + sn.

Quindi

é un intero algebrico.

Siano ora fi, ..., f,, autovalori di p(g), in modo tale che x(g) = > ., f;- Dato
che l'ordine di ¢ ¢é finito, anche 'ordine di p(g) é finito. Ogni f; & necessaria-
mente una radice dell’unita, quindi |f;| = 1 e |¢| < 1. Supponiamo che gli f;
non siano tutti uguali, in modo tale che [t| < 1, e sia @ un automorfismo del
campo Q(f1, ..., fn). Ovviamente gli (f;) non sono tutti uguali, e quindi ana-
logamente |a(t)| < 1. Sia w il prodotto degli f;. Anche |u| < 1, ma a(u) = u
per ogni automorfismo «. Per cui, dal teorema fondamentale della teoria di
Galois, u € Q. Sappiamo che u é un intero algebrico dato che t lo &, ma é noto
che I'insieme degli interi algebrici di Q ¢ Z. Quindi u =0, t =0, e x(¢) = 0.

Se invece gli f; sono tutti uguali, allora p(g) é scalare. ]

Lemma 1.2.9 (Burnside). Sia G un gruppo finito con una classe di coniugio

con esattamente ¢™ > 1 elementi con q primo. Allora G non é semplice.

Dimostrazione. Sia G un gruppo semplice, g € GG un elemento con esattamente
g™ coniugati, p una rappresentazione non-banale irriducibile di G sul C-spazio
vettoriale di dimensione finita V', e sia y il carattere di p. Supponiamo ora che
X(g) # 0 e che ¢ non divida il grado di x. Allora segue dal Lemma 1.2.8, che
p(g) ¢é scalare, e quindi centrale in p(G). Ma G ¢é semplice e p ¢ non-banale,
percido Ker(p) = {1} e G ¢ isomorfo a p(G). Conseguentemente g = 1, ma
questo va in contraddizione con l'ipotesi per cui ¢™ > 1. Quindi x(g) = 0 per

ogni carattere irriducibile non-banale x con grado coprimo con gq.



Sia ora 1 il carattere della rappresentazione regolare sinistra o. Si puo dimo-
strare che é possibile scrivere ¢» = ). 1;x; con x1, ..., xn, C-caratteri irriducibili
di G e con [; grado di y; per ogni 7. Senza perdita di generalita consideriamo
x1 il carattere della rappresentazione banale, e quindi consideriamo /; = 1. Da
quanto visto fino ad ora, segue che ¥(g) = 1 mod ¢. Ma o(g) non ha punti
fissi, il che implica che 1(g) = 0. Questo é chiaramente assurdo, quindi G' non

é semplice. O

Teorema 1.2.10 (Burnside). Sia G' un gruppo di ordine p“q® con p,q € P e
a, B € N. Allora G ¢ risolubile.

Dimostrazione. Supponiamo che il teorema sia falso e sia G il controesempio
di ordine minimo. Se esistesse N sottogruppo normale non-banale di GG, allora
sia N che G/N sarebbero risolubili, e di conseguenza anche G lo sarebbe. Per
cui G é semplice. Sia ora ) un g-sottogruppo di Sylow di G non-banale e
g € Z(Q) non-banale. Allora [G : Cg(g)] ¢ necessariamente uguale ad una
potenza di p maggiore di 1, dato che @ < Ci(g) # G. Ma questo ¢ impossibile
dal Lemma 1.2.9. O



Capitolo 2

Gruppi fattorizzabili: un Teorema

di Kegel-Wielandt

Un gruppo G si dice fattorizzato da due sottogruppi A e B se G = AB.
Uno dei primi risultati su tali gruppi é un classico Teorema di It6 : se G = AB
¢ il prodotto di due sottogruppi abeliani, allora G ¢ metabeliano. In questo
capitolo se ne fornisce la (sorprendentemente facile) dimostrazione insieme a
quella (ben pit complessa) di un Teorema di Kegel-Wielandt: se G = AB &
il prodotto di due sottogruppi nilpotenti finiti, allora G ¢ risolubile. Per la

trattazione si fa principalmente riferimento a [1J.

2.1 Sottogruppi fattorizzabili e proprieta di
gruppi fattorizzabili
Per ogni A, B sottoinsiemi di un gruppo G, definiamo
AB:={ab|a€ Abc B}.

Definizione 2.1.1. Un gruppo G si dice prodotto dei suoi sottogruppi A e B
se G = AB. In tal caso, diciamo anche che GG é fattorizzato da A e da B. Un
gruppo per cui esistono due sottogruppi propri di cui ne ¢ il prodotto si dice

fattorizzabile.



Ovviamente non tutti i gruppi sono fattorizzabili, si consideri, per esempio,
Cy, il gruppo ciclico di 4 elementi. Perd possiamo osservare che se G = AB ¢

un gruppo fattorizzato da A e B e N < G, allora G/N é fattorizzabile. Infatti
G/N = (AN/N)(BN/N).

Considerazioni diverse riguardano i sottogruppi di un gruppo fattorizzabile.
Infatti, se G = AB, non é di solito vero che un sottogruppo di G sia il prodotto
di un sottogruppo di A ed uno di B.

A tal fine premettiamo la seguente

Proposizione 2.1.2. Sia G = AB il prodotto di due sottogruppi A e B. Per
un sottogruppo S di G, le sequenti condizioni sono equivalenti:
i)S=(ANS)(BNS)eANB<S;

ii) seabe S, cona € Aebe B, alloraa € S.

Dimostrazione.

(ii)=(i): Sia x = ab un elemento di S, con a € A e b € B. Per ipotesi,
ac ANSebe BNS, quindi S = (ANS)(BNS). Inoltre, se z € AN B, allora
rr ' =1€S8, equindi z € S.

(i)=(ii): Siax =ab € S cona € Aeb € B. Per ipotesi, esistono a; € ANS
e by € BN S tali che x = a1b;. Ma allora, al_la =bbt € ANB < S, quindi
acsS. O

Ha senso allora dare la seguente

Definizione 2.1.3. Un sottogruppo di un gruppo fattorizzabile G = AB che
soddisfa una delle condizioni della proposizione 2.1.2, ¢ detto un sottogruppo

fattorizzabile.

Ovviamente un sottogruppo di G = AB che contiene uno dei fattori A o B

é fattorizzabile.

Proposizione 2.1.4. Sia G = AB il prodotto di due sottogruppi A e B. Al-
lora valgono le sequenti proprieta:

i) Uintersezione di sottogruppi fattorizzabilié fattorizzabile;
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ii) il sottogruppo generato da dei sottogruppi normali fattorizzabili é fattoriz-
zabile;
iwi) se N 9 G, il sottogruppo S/N del gruppo G/N = (AN/N)(BN/N) ¢

fattorizzabile se, e solo se, S lo é.

Dimostrazione. 1) Questo é ovvio dalla definizione di sottogruppo fattorizza-
bile.

ii) Sia (5;)ies una famiglia di sottogruppi normali fattorizzabili di G e sia
S = <S,» liel > Se x appartiene a S vuol dire che esiste un numero finito di

indici 74, ..., 7; tali che x appartiene a

= (AN S (AN S, (BNS,)(BNS,)S,...
=(ANS,)...(ANS)(BNS;)...(BNS,;,) <(ANS)(BNS).

Quindi S = (ANS)(BNS), ed ovviamente AN B < S.

iii) Sia S < G sottogruppo fattorizzabile di G contenente N. Sia ora
N = abN elemento di S/N con z € S,a € A,b € B. Allora z = aby con
y € N <8 Quindi ab = zy™! € S e quindi @ € S. Per cui S/N ¢ un
sottogruppo fattorizzabile di G/N.

Viceversa, sia S/N < G/N un sottogruppo fattorizzabile e sia x = ab
un elemento di S con a € A e b € B. Dato che tN = abN, sappiamo che
aN € S/N, e quindi a € S ed S ¢é fattorizzabile. n

I sottogruppi fattorizzabili godono quindi di eccellenti proprieta. Il proble-
ma ¢ che la gran parte dei sottogruppi di un gruppo fattorizzabile, non & a
sua volta fattorizzabile. Il prossimo lemma mostra sotto quali ipotesi i norma-
lizzanti di alcuni sottogruppi sono fattorizzabili. Ricordiamo che un gruppo
G si dice periodico se per ogni g € G esiste n € N per cui g" = e. Inol-
tre ricordiamo che se H < @, il normalizzante di H in G ¢ il sottogruppo

Ng(H):={g|ge G,N?* C N}.

Lemma 2.1.5. Sia G = AB il prodotto di due sottogruppi A e B e siano Ag, By

sottogruppi normali di A e di B rispettivamente, allora, per i normalizzanti dei

11



sottogruppi H := <A0, Bo> e L := Ay N By, valgono le sequenti proprieta:

(i) se uno fra AJAy e B/ By ¢ periodico, allora
Ng(H) = Na(H)Np(H).
(i1) se un fra A e B ¢ periodico, allora
Na(L) = Na(L)Np(L).

Dimostrazione. (i) Sia g = ab™" un elemento di Ng(H), cona € Aeb € B.
H®* = H9% = H° quindi Ay e By sono entrambi contenuti in H* = H®. Quindi,
per ogni h € H, esiste h € H tale che a*ha = b~ 'hb, ossia, h = ab~'hba~". Ma
b='hb € H" = H® Per cui ab~'hba~" = h € H®, ovvero H < H®. Supponiamo
ora, senza perdita di generalita, che A/A, sia periodico, e quindi che esista

n € N tale che a™ € Ay. Allora

n

H<H'<H" <..<H" =H.

Questo vuol dire necessariamente che a € Na(H) e b € Ng(H).

(ii) Sia g = ab™! un elemento di Ng(L), con a € A e b € B. Allora,
L% = L9 = L* quindi Ay e By contengono entrambi L® = L’ < L. Supponia-
mo ora, senza perdita di generalita, che A sia periodico. Allora esiste n € N

tale che

n

L>L'>L"> . >L" =L,

Percido a € Na(L) e b € Np(L) O

2.2 Un Teorema di Ito e un Teorema di

Kegel-Wielandt

Se G = AB ¢é un gruppo fattorizzato, ovviamente la sua struttura é de-
terminata dalle proprieta di A e B. Nel 1955 N. Ito dette una dimostrazio-
ne sorprendente (e incredibilmente semplice) di un risultato riguardante la

risolubilita di gruppi fattorizzati non necessariamente finiti.
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Teorema 2.2.1 (Ito, 1955). Sia G = AB un gruppo fattorizzabile prodotto di

due sottugruppi abeliani A e B. Allora G é metabeliano.

Dimostrazione. Siano a,a; € A e b,by € B. Siano inoltre b™ := agby e

ab := agbs. Allora

[a, )" = [a,0™]" = [a, bo]" = [a”, bo] = [a, D],
e
[a,b]"1% = [a", b)) = [as, b]" = [a3, b™'] = [as, by).
Questo prova che [a, b]1**1] = [a, b] e quindi che [a, b] € [a1, b;] commutano. Per-

tanto G/[A, B] ¢ abeliano e quindi G’ < [A, B]. Percio G’ = [A, B] ¢ abeliano

e (G & metabeliano. O

Torniamo ora al teorema di Burnside. Sia G un gruppo di ordine p®¢®
e siano P e Q un p-Sylow e un ¢-Sylow rispettivamente. Allora G = PQ)
(essendo P e @ permutabili) e G é risolubile. Wielandt nel 1958 e Kegel nel
1961 provarono un risultato sui gruppi fattorizzabili che generalizza il Teorema

di Burnside e, in un certo senso, il Teorema di Ito.

Teorema 2.2.2 (Kegel 1961, Wielandt 1958). Sia G = AB un gruppo finito
prodotto di due sottogruppi nilpotenti A e B. Allora G é risolubile.

La dimostrazione del Teorema 2.2.2, che costituisce probabilmente il piu
famoso risultato sui gruppi fattorizzabili, ¢ tutt’altro che banale e richiede una
serie di risultati preliminari. A tal fine, iniziamo fornendo la definizione di

sottogruppo di Hall e una serie di lemmi correlati.

Definizione 2.2.3. Sia G un gruppo finito, H < (G, e ™ un insieme non-vuoto
di numeri primi.
11 sottogruppo H si dice un m-sottogruppo di G se il suo ordine é prodotto
di primi contenuti in 7, mentre si dice invece un m-sottogruppo di Hall di G
se, oltre ad essere un m-sottogruppo, il suo indice e il suo ordine sono coprimi.
Infine G é detto un D, -gruppo, se ogni suo w-sottogruppo é contenuto in

un m-sottogruppo di Hall e se tutti i m-sottogruppi di Hall sono coniugati.
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Possiamo notare che la nozione di m-sottogruppo di Hall, generalizza la

nozione di sottogruppo di Sylow.

Lemma 2.2.4. Sia G = AB il prodotto di due sottogruppi A e B, e siano
x ey elementi di G. Allora G = A*BY ed esiste z € G tale che A* = A* e
BY = B*.

1

Dimostrazione. Sia xy~' = abcona € Aeb € B. Scegliamo z := a'z. Allora

r=oazey=>blzequindi A* = A% e BY = B* da cui segue la tesi. O

Lemma 2.2.5. Sia G = AB un gruppo prodotto dei sottogruppi A e B e 7
un insieme non-vuoto di primi. Se A,B e G sono D,-gruppi, allora esistono
Ay e By w-sottogruppi di Hall di A e di B rispettivamente, tali che AgBg & un
mw-sottogruppo di Hall di G.

Dimostrazione. Siano A1,B; e Gy m-sottogruppi di Hall di A,B e G rispetiva-
mente. Per le ipotesi su G, esistono due elementi z e y tali che A7 e B} sono
entrambi conenuti in G7. Segue dal Lemma 2.2.4 che A* = A* e BY = B* per
qualche z € G. Siano ora Ag := A‘sz_1 e By := le/fl due sottogruppi di Hall
di A e B rispettivamente, entrambi contenuti in Gy := Gfl e n il piu grande

divisore di |[A N B| in w. Chiaramente |Ay N By| < n. Dato che

|Al|B|
G pr—
6= 15ng
allora
|Ao| |Bo| _ |Aol|Bol
|G| S 14, By | Ao By
Percio AqgBy = G é un m-sottogruppo di Hall di G. O

Lemma 2.2.6. Sia G un gruppo finito e A e B sottogruppi di G tali che
ABY9 = BIA per ogni g € G. Se G = A°B = AB® allora G = AB.

Dimostrazione. Possiamo ovviamente suppore che A non sia normale in G,
altrimenti la tesi & ovvia. Quindi esiste b € B e g € G tali che A" # A.
Procediamo ora per induzione su [G : A]. Se [G: A] =1, allora G = A e la

tesi & banale.
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Supponiamo quindi che [G : A] > 1. Ovviamente A ¢ strettamente conte-
nuto in Ay := (A, A”). Pertanto [G : A;] < [G : A]. Per I'ipotesi induttiva si
ha

G=A B = (A A" BY)= ABY.

Dal Lemma 2.2.4, segue la tesi. [

Lemma 2.2.7. Sia G = AB un gruppo finito e risolubile, prodotto di due
sottogruppi A e B, e siano Ay e By sottogruppi normali di A e di B rispetti-
vamente. Se Ay e By sono sottogruppi di Hall di G, allora AFBf = By A% per
ogni z,y € G.

Dimostrazione. Dalla risolubilita di G, esistono h, k € G tali che A} e BY com-
mutano. Per il Lemma 2.2.4 si ha che G = A"B*. Quindi possiamo assumere
che AgBy = ByAy. Siano ora x,y € G e siaxy™' =abcona € Aeb € B.
Allora

AP By =AY By = (AoBy)" " = (BoAo)" ' = BoAl ' = BoAY
da cui segue che AZ B = B§A§. O

Lemma 2.2.8 (Wielandt). Sia G un gruppo, ™ un insieme non-vuoto di primi,
e H < G un mw-sottogruppo di Hall di G nilpotente. Allora esiste un sottogruppo
N QG tale che G=NH e NN H = {1}.

Dimostrazione. Per la dimostrazione di questo fatto, rimandiamo a [2]. O
Ora possiamo finalmente dimostrare il Teorema di Kegel-Wielandt:

Dimostrazione. Assumiamo che il teorema sia falso, e sia G = AB un contro-

esempio di ordine minimo.
CASO 1: A e B hanno ordine coprimo.

La prima cosa che osserviamo é che G é semplice. Infatti, sia N < G con

N # {1}. Dalla minimalita di G si ha che G/N ¢ risolubile. Allora N non ¢
risolubile, altrimenti lo sarebbe anche G, e pertanto AN = A(AN N B) non ¢
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risolubile. Allora, dalla minimalita di G, si ottiene che G = AN e, analoga-
mente, che G = BN. Quindi |G/N| deve necessariamente dividere |A| e |B],
e dunque N = G, che é quanto che volevamo provare.

Sia ora 1 # b € Z(B). Ovviamente B C Cg(b), quindi [G : Cg(b)] divide
|A|. Dal Lemma 1.2.9 sappiamo che un gruppo semplice non pud avere una
classe di coniugio con cardinalita una potenza di un primo. Quindi la cardi-
nalita di A non puod essere una potenza di un primo. Analogo risultato vale
per B. Siano allora Py, ..., Py, Q1, ..., Q; i sottogruppi di Sylow di A e di B
rispettivamente. Allora s,¢ > 2. Per semplicita divideremo la dimostrazione

ora in una serie passaggi.

(i) Siano Ao, By sottogruppi normali di P; e di (); rispettivamente, tali che
H = <A0,BO> sia un sottogruppo proprio non-banale di G. Allora, esiste
N < H tale che N C P; o N C Q;.

Dato che Ay e By sono entrambi sottogruppi normali, dal Lemma 2.1.5. si
ha che Ng(H) ¢ un sottogruppo fattorizzabile. Dato che P; é un p;-sottogruppo
di Sylow di G, allora P, := P,NNg(H) & un p;-sottogruppo di Sylow di Ng(H ).
Similmente @j = Q;NNg(H) é un g;-sottogruppo di Sylow di Ng(H). Notia-
mo anche che essendo Ng(H) un sottogruppo proprio di G, esso ¢ risolubile.
Dal lemma 2.2.7 segue che i sottogruppi f’z e ij commutano e éé] D H. In
particolare, I'ordine di un sottogruppo normale minimale N di H deve neces-

sariamente essere o una potenza di p; o una potenza di ¢;. Quindi N < P; o

N <Q;.

(ii) G = (a,b) per ogni elemento non-banale a € Z(A) e b € Z(B).

Innanzi tutto possiamo supporre che a e b abbiano ordini primi, in modo
tale che a € P; per qualche i < s e b € Q); per qualche j < t. Sia allora
H = <a, b> un sottogruppo proprio di G. Da (i), esiste un sottogruppo N < H
non-banale, contenuto in P; o in );. Supponiamo, senza perdita di generalita,
che sia contenuto in @);. Sia ora k # j e () un gz-sottogruppo di Sylow di
B. Dato che B ¢ nilpotente, quindi prodotto diretto dei suoi sottogruppi di
Sylow, abbiamo che )y normalizza N, ovvero che N < <N , Qk>. Ma quindi
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anche K := <a, Qk> ¢ contenuto in Ng (V) e quindi é un sottogruppo proprio
di G. Riutilizzando (i), esiste un sottogruppo M < K non-banale contenuto
in P; o in Q. Supponiamo che M C ). Questo vorrebbe dire che M < B, e
quindi

G =a% =a"” < {a, B)< No(M),

ovvero M < (G. Questa contraddizione forza M a stare in P;.

Consideriamo allora Pj, un py-sottogruppo di Sylow di A, con h # . Ripe-
tendo quello che abbiamo fatto nella prima parte della dimostrazione di questo
passo, L := <Ph, Qk>§ Ng(M) ed é un sottogruppo proprio di G. Quindi da
(i) esiste un sottogruppo E < L non-banale con E contenuto in P, o in Q.

Senza perdita di generalita sia £ < P,. Quindi F < A e

G =Qf = Qf < (Qu A)< No(B),
ma questo contraddice la semplicita di G.

(iii) Ce(a) = A per ogni elemento non-banale a € Z(A).

Dato che Cg(a) contiene A, Cg(a) = A(B N Cg(a)). Assumiamo che A sia
propriamente contenuto in Cg(a). Allora B N Cg(a) ¢ non-banale, quindi
BN Cq(a) NQ; # 0 per qualche j < t. Sia b un elemento non-banale in
questa intersezione e consideriamo un gg-sottogruppo di Sylow, @, di B con
k # j. Allora Qp € Cg(b) e dunque anche (a, Q)< Cq(b). Poiche da (ii)
G = <a, Qk>, Ce(b) = G e pertanto b € Z(G). Ma il centro di un gruppo sem-
plice non abeliano ¢ banale ¢ questa contraddizione mostra che A = Cg(a).
(iv) Se x € G ¢ tale che AN Z(A*) # {1}, allora A* = A.

Per ipotesi, esiste un p;-sottogruppo P; di A, tale che P, N Z(A*) # {1}. Sia
a € P,N Z(A") non-banale. Da (iii) sappiamo che Cg(a) = A®. Inoltre, dalla
normalita di P, in A e dal fatto che a € Z(A"), si ha che Py ¢ contenuto in

Ce(a) = A per ogni k # i. Quindi P, = PF, e da (iii) segue che
A = Ca(Z2(B))" = CalZ(F)) = Ca(Z(F)) = A.

(v) Sia H un sottogruppo di G contenente Z(A). Allora PN H ¢é un p;-
sottogruppo di Sylow di H per ogni i < s.
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Sia P un p;-sottogruppo di Sylow di H contenente P; N H. Allora esiste x € G
tale che P < P?. Dunque

Z(P)=PNZA) <PNH<P<PF <A

Percio {1} # Z(P) < A* N Z(A) e percio anche AN Z(A*") & non-banale.
Segue ora da (iv) che A = A* | e dunque A = A” e P, = P*. Da questo si
ottiene che P é contenuto in P;,N H, e quindi P = P, N H ¢ un p;-sottogruppo
di Sylow di H.

(vi) Sia H < G contenente Z(A) tale che HN Ng(P,NH) = AN H per ogni
1 <s. Allora H ¢ contenuto in A.

Chiaramente

ANH=(PNH)x..x(P;,NH)

e quindi, da (v), AN H ¢é un sottogruppo di Hall di H nilpotente . Inoltre,
{1} #Z(P,) < Z(A) < HeNyg(P,NH)=ANH per ogni i <s.

Dal Lemma 2.2.8 esiste N < H tale che H = (ANH)N e (ANH)NN = {1}.
Ma allora |N| = [H : AN H] divide |B|. Sia ora 7 'insieme dei primi che
dividono |B|. Allora sappiamo dai teoremi sui m-sottogruppi di Sylow, che B
contiene un coniugato N* di N per qualche x € G. Scrivendo z := ab con
a€ Aebe B, N* ¢ contenuto in B, e percid Z(B) ¢ contenuto in Ng(N®).
Dato che H < Ng(N), abbiamo che

Z(A) = Z(A)* < H* < Ng(N°).

Percid Ng(N®) contiene (Z(A), Z(B)), e quindi da (ii) si ha che Ng(N) = G.
Ma N ¢ propriamente contenuto in G, quindi necessariamente N = {1} e

H=ANnH<A.

(vii) I sottogruppi AN Ng(B) e BN Ng(A) contengono al massimo un sotto-
gruppo di ordine p per ogni primo p.

Sia Ay := AN Ng(B) e a € Ay ed assumiamo che b* = b per qualche elemento
non-banale b € Z(B). Dato che da (iii) Cs(b) = B , abbiamo che a appartiene
a AN B = {1}. Per cui A; ¢ isomorfo al gruppo degli automorfismi di Z(B)

privi di punti fissi .
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E noto che i sottogruppi di un gruppo di automorfismi privi di punti fissi
di un gruppo possono essere ciclici, o isomorfi ad un gruppo dei quaternioni
generalizzato. Da questo concludiamo che A; ha al massimo un sottogruppo

di ordine p per ogni primo p.

(viii) Se z & un elemento di G tale che AN Ng(B)NA* # {1}, allora A* = A.
Sia @ un elemento di ordine primo in AN Ng(B) N A® e sia H := (a). Con-
sideriamo inoltre un elemento g € Ng(H) e scriviamo g = ab™! con a € A e
b € B. E ovvio che H9 = H, e quindi H* = H®. Dato che H® & contenuto in
A, e H® & contenuto in Ng(B), abbiamo che H* < AN Ng(B). Segue allora
da (vii) che H = H* = H®.

Ma allora, a € AN Ng(H) e b € BN Ng(H) e quindi il normalizzatore

Ng(H) = (AN Ng(H))(BN Ne(H))

¢ un sottogruppo fattorizzabile di G. Inoltre Ng(H) é un sottogruppo proprio
di GG, dunque é risolubile. Dalla nilpotenza di A e B possiamo anche dire che
1 sottogruppi

P;=PNNg(H) (i=1,..,5)

sono i sottogruppi di Sylow di AN Ng(H) e di BN Ng(H), rispettivamente.
Supponiamo ora che @ sia contenuto in P;. Questo vuol dire che P, C Ng(H)
per ogni k # i e che, per questi k, vale che Pj, = P,.

Dal Lemma 2.2.6, sappiamo che il prodotto Pk@j ¢ un sottogruppo per ogni
j < t. Sia ora N un sottogruppo normale minimale di questo prodotto. Allora
N é contenuto in P, o in Gj. Supponiamo che sia contenuto in Gj. Se questo
fosse vero, allora @), sarebbe contenuto in Ng (V) per ogni h # j. Ma questo
vorrebbe dire che Ng(N) contiene (Py, Q) e quindi, da (ii), Ng(N) = G.
Questa contraddizione forza N in Py, e quindi N N Z(Pg) # {1}.

Sia ora u un elemento non-banale di N N Z(Fy). Per ogni y € @j si ha che

(u)? < <u)§ﬁ < N% = N < P, < A,

19



e quindi

(W <ANZ(F)' <ANZ(A)Y =ANZ(AY).
Da (iv) si deduce che A = AY e quindi che y € Ng(A). Percid Q; C Ng(A) per
ogni j <te BN Ng(H) < Ng(A). Allora

Ng(H) = (AN Ng(H))(BN Ng(H)) < Ng(A).
Dato che @ appartiene a A*, otteniamo che

Z(A)* = Z(A®) < Ng(H) < Ng(A).
D’altra parte, [Ng(A) : A] e |[Z(A)*| sono coprimi e quindi Z(A)* C A. Da
(iv) concludiamo che A = A*.
(ix) Sia H un sottogruppo di G contenente Z(A) con BN Ng(A) N H® = {1}
per ogni a € A. Allora H ¢ contenuto in A.
Da (v) lintersezione P; := P;N H é un p;-sottogruppo di Sylow di H per ogni
1 < s, quindi AN H ¢é un sottogruppo di Hall di H. Supponiamo, se possibile,
che H non sia contenuto in A. Da (vi) segue che, per qualche i < s, si ha
ANH < HN Ng(P, N H). Percio deve esistere un primo ¢ & {p,...,ps} che
divida |H N Ng(P;)|. Sia = un elemento di ordine ¢ contenuto in H N Ng(P;).
Dato che Z(P;) < Z(A) < H, abbiamo che
Z(P)<PNH=P;=P; <A®

Da (iv) si ottiene che A = A”*, e dunque che € Ng(A). Dato che x ha ordine
q, deve necessariamente esistere un elemento a € G tale che x* € B. Poiche

G = AB, possiamo scelgliere a € A in modo tale che z* appartenga a
BN Ng(A)*NH*=BNNg(A) N H?,
ma questo contraddice le ipotesi.

(x) Se x & un elemento di G tale che A® # A, allora AN A* = {1}.
Sia H := (Z(A), Z(A)*). Ovviamente H ¢ contenuto in Cg(AN A”), e poiche,
da (iv), Z(A)* = Z(A®) non é contenuto in A, allora H non é contenuto in A.

Segue ora da (ix) che BN Ng(A) N H® # {1} per qualche a € A. Inoltre
H® < Co(ANA")* = Cq(AN A™),
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e quindi

BN Ng(A)NCa(ANA®™) # {1}

Sia ora u un elemento di A N A*®. Allora
BN Ng<A) N Cg(u) = (B N Ng<A) N Cg(u))” S B*.

Quindi B N Ng(A) N B* # {1} e, da (viil), B = B". Percio u appartiene a
AN Ng(B) (S
ANA*™ = AN Ng(B)N A™.

Ma dato che A # A* segue da (ix) che AN Ng(B) N A*™ = {1}. Quindi
ANA™ = {1}, e cost AN A* = {1}.

(xi) Conclusione:

Assumiamo che |B| < |A]. Dato che A non ¢ normale in G, sappiamo che

A # A” per qualche x € G. Da (x) concludiamo che AN A* = {1}. Quindi
[AA7 = |A[|A]" = |A]" > |A]|B] = |G].

Questa contraddizione prova la tesi che A e B non possono avere ordine copri-

mo.

CASO 2: A e B non hanno ordine coprimo.

Sia p un primo che divide |A| e |B|, e siano A, e B, 1 rispettivi p-sottogruppi
di Sylow. Ovviamente By ¢ un p-sottogruppo di Sylow di B* per ogni = € G.
Quindi possiamo sfruttare il Lemma 2.2.4 e il Lemma 2.2.5, per dire che A, B}
¢ un p-sottogruppo di Sylow di G per ogni x € G. Chiaramente A,B, ¢ un
sottogruppo proprio di G, e A,, B, sono due sottogruppi che rispettano le
ipotesi del Lemma 2.2.6. Quindi possiamo concludere che G non puo essere
semplice. Scegliamo allora un sottogruppo normale minimale, N, di G. Dalla
minimalita di G sappiamo che G/N = (AN/N)(BN/N) é risolubile. Dato
che G/N ¢ risolubile, e G non lo &, N deve essere necessariamente un pro-

dotto diretto di sottogruppi semplici non-abeliani. Ma questo vuol dire che

AN = A(BN AN) non é risolubile. Quindi dalla minimalita di G, G = AN.
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Analogamente G = BN. Percio A,N/N = B,N/N ¢ l'unico p-sottogruppo di
Sylow del gruppo nilpotente G/N. Deduciamo quindi che A,N = B,N ¢ un
sottogruppo normale di G. Ovviamente A,N non é un p-gruppo, e dunque
A,B, < A,N. Riutilizzando il Lemma 2.2.5, possiamo dire che almeno uno
fra A, e B, ¢ contenuto in un sottogruppo normale proprio di A,N. Sia K la
chiusura normale di A, in A, N e supponiamo, senza perdita di generalita, che
K sia un sottogruppo proprio di A,NN. Chiaramente A normalizza K, e quindi

K ¢ normale anche in G = AN. Dal fatto che
K=ANNK=A,(NNK)

segue che N N K ¢ propriamente contenuto in N, e quindi, dalla minimalita
di N, NN K = {1}. Dunque A, = K ¢é un sottogruppo normale di G. Ma A,
¢ risolubile e G/A, ¢ risolubile, quindi G ¢ risolubile. Questa contraddizione

completa la dimostrazione. O
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Capitolo 3

Una variazione del Teorema di Ito

In questo capitolo si fornisce una recente generalizzazione del Teorema di
[to data nel 2010 da Shumyatsky e Morigi: se X & un sottoinsieme normale
di un gruppo G esistono A, B < G abelliani tali che X C AB, allora <X > é

metabeliano (cfr. [4]).

Definizione 3.0.1. Sia G un gruppo e X C G un suo sottoinsieme. X si dice

normale se grg~' € X per ogni x € X e per ogni g € G.

Teorema 3.0.2. Sia G un gruppo, X un sottoinsieme normale di G e siano

A, B < G abeliani tali che X C AB. Allora <X> ¢ un sottogruppo metabeliano.

Ovviamente questo teorema ha come caso particolare il Teorema di Ito, e

la sua dimostrazione segue in qualche modo quella originale.

Nelle ipotesi del teorema, sia A* l'insieme di tutti gli elementi a € A per
cui esiste b € B tale che ab € X. Definiamo inoltre A** I'insieme di tutti gli
elementi a € A per cui esiste b € B tale che ba € X. Definiamo analogamente

B* e B**. Ovviamente, dato che X ¢é normale, A* = A** ¢ B* = B**.

Lemma 3.0.3. Sea € A* eb € B, allora a® € AB. Similmente, se a € A e
b e B*, allora b* € AB.

Dimostrazione. Sia by € B tale che ab; € X. Allora (ab;)’ € X e quindi
(aby)® = azby per qualche ay € A* e by € B*. Pertanto a® = axbyb; ' € AB. La

dimostrazione della seconda parte ¢ analoga. O]
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Dimostrazione. (Teorema 3.0.2) Siano x1,x2 € X, 11 = a1by e x93 = asbs, con

ai,as € A* e by, by € B*. Presi bz, by € B* vale che
[o7h0s] = [a7"0s] e [aytba) = [ay b

Dal Lemma 3.0.3, sappiamo che b3* = asbs e a?f = agbg per qualche as, ag € A*

s . I N B .
e bs, bg € B*. Percio ¢ vera l'identita (a;')% = bg'ag'. Ora calcoliamo

0" ba] 7 = [y ba] 5 = [(ay ) b e
— [al_l,a5b5]b4_1a2_1b4 — [al_l,b5]b4_1“2_1b4 _ [(al_l)bzzl7bl5’zl]a{lb4
-1 —1 —1
— [bglagl,b5]a2 by — [ag1765]a2 by — [CLgl, bg‘Q ]b4 — [agl,aglbg]b‘*

= [(ag )™, bs] = [beay ', bs] = a1, bs] = [x7 ", bs].

Questo mostra che [X~! B*] ¢ abeliano. Dato che ogni commutatore nella
forma [a',b] con a € A* e b € B* si puo scrivere in una forma [z7!,b] con
r € X, possiamo dire che D := [A~!, B*| ¢ abeliano. Sia ora E := <A, B>. Il
nostro obbiettivo & dimostrare che D é normale in E. Scegliamo ay € A*, a € A
e by € B*. Sia inoltre a; € A* tale che a;b; € X. Ovviamente (a7b7)* € X,

quindi (azb7)® = agbg con ag € A* e bg € B*. Ora
[agt, b7]" = [ag*, azbs]® = [ag*, agbs] = [ag*, bs] € D.

Analogamente possiamo procedere prendendo by € B* e ap € A* tale che
apbp € X. Infatti, scegliendo b € B*, otteniamo (aghy)® = agbg con ag € A* e

by € B*. Similmente si ottiene
lagt, b7)" = [ag !, b7] € D.

Questo mostra che sia A che B normalizzano D, quindi D ¢ normale in F.
Ovviamente D = <A*,B*>/, e <A*,B*>/D ¢ abeliano. Quindi <A*,B*> é un

gruppo metabeliano contenente <X > Questo conclude la dimostrazione. [
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